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Integrationsmetoder

Inledning

Idén med detta extramaterial dr att ge er en liten forsmak pa en del av innehallet i
universitetskursen Envariabelanalys. Tonvikten hér ligger pa olika integrationsmetoder,
men vi tar dven upp implicit derivering och ytterligare en metod for volymberdkning.
Metoden med cylindriska skal.

All teori finns i denna text och forhoppningen &r att ni med hjilp av teorin skall kunna ta
er an uppgifterna. Uppgifterna i sin tur finns i en separat fil.

Var och en av er kommer att fa nagra uppgifter att 16sa, varav en del kommer att vara
identiska. Ni far saklart gdrna hjdlpas at, men redovisningen ar individuell.
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Implicit Derivering

For manga uttryck kan y vara en funktion av x &ven om man inte har ett explicit uttryck
for y som funktion av variabeln x. Det kan var svart eller omojligt att 16sa ut y. Anda kan
man ibland, bestimma 3/(z) f6r atminstone vissa z-viirden.

Med implicit menas att funktionen inte dr given pa det ”vanliga” explicita séttet med ett
y 1 vinsterledet och ett uttryck med enbart x i hogerledet, &ven om det naturligtvis ocksa
gar bra. Man brukar ibland siga att i implicita funktioner dr vy intrasslad. Det finns ingen
specifik ”formel” som man anvidnder utan detta &r istdllet en annan metod, en ny metod
att derivera.

Notera ocksa att den implicita derivatan &r avgoérande for att kunna losa differentialekva-
tioner. De beskriver ju hur en kvantitet relaterar till dess férdandringshastighet.

Implicit derivering kan upplevas som nagot forvirrande, men det viktigaste och enda som
man behdver komma ihag #r vilken variabel som betraktas som en funktion (oftast y)
och vilken variabel man deriverar med avseende pa (oftast x) och dérefter gar metoden
kort och gott ut pa att vi deriverar ”bada sidorna av lika-med-tecknet”, och absolut inte
glommer den inre derivatan!

Alla de vanliga deriveringsreglerna giller, men notera att eftersom &ven y &r en funktion
av z sa blir exempelvis derivatan av y? med avseende pa x

D(y?) = 2yy/

dir 2y ar den yttre derivatan och ¢y’ den inre.

Exempel: Vi illustrerar metoden med ett kdnt exempel.

Derivera funktionen y = 4/x implicit. Denna funktion kan vi ju litt derivera pa vanligt

1
sétt och far da att ¢/ = F Hur gar det da till att derivera den implicit.
x

Borja med att kvaderar bada sidorna.

Yy ==x

derivera nu bada sidorna med avseende pa x. Vi far
2uy =1

Los ut den sokta derivatan y’

;1
3/—2y

men eftersom y = 4/z far vi nu ocksa att

Integrationsmetoder 3 2024.04.02



Integrationsmetoder

Volymberdkning med cylindriska skal

Skalmetoden &r en metod for att berdkna volymer av rotationskroppar och anvinds framst
for kroppar som uppkommer genom att rotera omraden kring y-axeln.

Omradet som roteras finns mellan grafen till funktionen f(z) och x-axeln, fran z = a till
x = b. Till exempel kan det markerade omradet i figuren nedan roteras kring y-axeln.

Ay

Y

' im

Vi8 far da en konliknande kropp med ett cylinderformat hal i mitten.

Y

a b
Det gar nu att approximera volymen av den hir kroppen genom att dela in den i ett antal

cylindriska skal. Dessa har tjockleken Az, radien x; och hojden f(x;).
Detta illustreras i figuren nedan, dér ett av skalen har ritats separat.

Az
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Om man 6ppnar detta skal och vecklar ut det far man en form som ungefirligt kan beskri-
vas av ett ratblock med tjockleken Az och héjden f(z;). Lingden dr cylinders omkrets,
27r, och eftersom radien &r z; blir den 27x;.

Az
N

f(zi)

2mx;

Volymen for det hér riatblocket blir 27rx; - f(x;) - Ax och ldgger man ihop alla dessa ratblock
far man en summa som approximerar volymen for hela rotationskroppen:

V & 2mxy - f(z1) - Az + 21w - f(x2) - Az + ... + 27y, - f(x,) - Az

Genom att lata réatblockens volym och dérmed skalens tjocklek g& mot 0, vilket ocksa
innebér att antalet skal gar mot oéndligheten, blir approximationen béttre och béttre och
summan overgar till integralen fér Volymberikning med cylindriska skal

b
277Ja:-f(x) dx (1)
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Arcustangens

Kénnedom om derivatan till arcusfunktionerna &r ofta anvéndbart, speciellt arcustangens
dr valdigt bra att ha tillgang till da vi skall 16sa integraler.
Vi vet sedan tidigare att

Dsinx = coszx

Dcosx = —sinz
1 2
Dtanz = — = 1+ tan“z
cos?

Inversfunktionerna har alla egenskapen att

. . . ™ ™
y = arcsinx <= x =siny med ekvivalens om —3 <y < 5
, T ™
y = arccosx <= x =cosy med ekvivalens om —3 <y < 5
. 0 T
y =arctanz <= = =tany med ekvivalens om —3 Sy < 5

Derivatan for exempelvis arcsin kan hérledas pa féljande sétt, dér vi enligt rdkneregler for
inverser att

1
Dsiny

D arcsinx =

derivatan av sinus ar cosinus

1
cosy

eftersom cosy ér positiv i hela intervallet, vi har ju att 4/cos?y = |cosy| = cosy, kan vi
skriva

1
a A/cos?y

trigonometriska ettan ger nu

_ 1 B 1
V1—sin?y V1-—2a?

Pa motsvarande sétt kan vi ocksa hérleda derivatan for cosinus och tangens. Vi har da att

1
Darcsiny = ——
V1 —a?
1
Darccosr = ————
V1—2a?
1
D arctanx =
14+ 22
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Partialintegration

Sats: Partialintegration

Lat f, g och ¢’ vara kontinuerliga i intervallet [a,b] och lat F' vara en primitiv funktion
till f 1 [a,b]. Da géller att

b b
| @19t do = [Pig@)] - [ g @) as )

Bevis:

Detta resultat &r en integrerad version av produktregeln for derivator.
Produktregeln for derivator ger att

D(F(a) - g(x)) = f(2)g(x) + F(x)g (=)

Integrerar vi denna likhet far vi

b b b
| p(F@) @) do = [ s@gta)do+ | F@)g @) ds

Notera att

b
| p(F@) - g@)) do = [Fag(o)]

Efter omskrivning far vi resultatet

b b
| @9t do = [Foig@)] - [ P @) as s

Vi illustrerar med ett exempel

X

Inzdz -
xnm [3

w
|_|
»—A%M
w| 8,
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Variabelsubstitution

Variabelsubstitution &r den absolut mest frekvent anvéinda integrationsmetoden. Sa fort
ett uttryck blir det minsta svart sa kan det ofta vara mojligt att anvinda sig av en enkel
substitution for att komma vidare med problemet. Det som kan vara lite klurigt inlednings-
vis dr att byta intervall ndr man gor substitutionen, men det kommer med lite traning.

Det finns inga formler eller regler fér hur man gor detta, utan det dr en metod man
anvéander och foljer.

Fram tills nu har det sista ”da” som alltid finns med i integraler inte spelat nagot storre
roll. Men med denna metod blir det helt avgoérande att halla koll pa hur den fordndras
och utvecklas.

Vi illustrerar med ett exempel.

Beréikna vérdet av integralen I

2
x
1= d
J$2+1 v
0

Vi gor nu en variabelsubstitution genom att inféra den nya variablen t och lata t = 2% + 1.
Derivatan av t med avseende pa x blir da g—; = 2x. Vi sammanfattar variabelsubstitutionen
med skrivséttet.

_ 2
[ ilt_ _:UQ ; di ] (variabelsubstitution)

observara att dven integrationsgrinserna paverkas av substitutionen

(integrationsgrénserna)

r=0=t=2’+1=02+1=1
r=2=t=2241=224+1=5

vi far alltsa

=2 t=5
T 1 1
I= de = | —dt BS! dz = Zdt
Jx2+1x ot OBS (95952)
=0 t=1
1 5
z{lnt] = —-InbH
2 1
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Integration av rationella funktioner

Problemet att finna en primitiv funktion nér integranden dr en rationell funktion kan
delas upp i fyra steg. Lat g(x) och h(z) vara reella polynom och betrakta den rationella
funktionen

_ 9@

For att bestimma en primitiv till f(x) arbetar vi efter f6ljande schema:

Steg I: Om grad(g) > grad(h) utfor polynomdivision av ¢g(z) med h(z). Det innebér att
f(x) kan framstéllas pa formen

flz) =q(z) + ;;((2, dér grad(r) < grad(h)

dér ¢ ar ett polynom.

Steg II: Faktorisera ndmnaren sa langt som mojligt i reella faktorer. Om ndmnaren kan
faktoriseras sa gor vi en sa kallad partialbraksuppdelning. Om inte sa behover vi istéllet
gora kvadratkomplettering och variabelsubstitution.

Steg III: Gor en uppdelning av kvoten Zg)) i partialbrak.

Steg I'V: Beriikna primitiva funktioner till partialbraken.

Exempel pa hur partialbraksuppdelning gar till i praktiken. Dela upp ﬁ i tva brak.
1 1 A B

22+x zx+1) z z+1

gemensam namnare

Az + 1) Bzx A(x + 1) + Bz

@t 1) z@+ D) 2z + 1)
(A+B)z+ A

z(z+1)

detta ger att

A+B=0
A=1

vi har da att

1 1 1

2+ x T+1

Vilket underldttar en eventuell integration avsevirt.
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