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Lite svarare uppgifter Ma5

Talteori
1. Undersok om foljande uttryck ndgonsin kommer resultera i ett primtal for

n>1 neN

a) 102" — 81
b) 247 —1
c) n*+4n+4

2. Forenkla foljande uttryck

(n+D)!+(n-1)!-n!

a) n!
n!l—-(n-2)!
b) n2-n-1

3. Vilken éar den sista siffran forutom O i talet 20!

4. Bestim den sista siffran i
a) 3128

b) 84-8

C) 3128 + 84-8

5. Visa att 312 + 52 4r delbart med 7

6. Bevisa pa tva olika sitt att a® — 1 #r delbart med 8 d4 a ir ett udda tal.

a) Bevisa att /6 r ett irrationellt tal
b) Bevisa att V3 + /2 #r ett irrationellt tal
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8.

Nér man pratar om delbarhet ldr man sig ofta om siffersumman for ett tal dr delbart med 3
ar ocksi hela talet delbart med 3. Till exempel talet 414 har siffersumman4 +1+4 =9
vilket dr delbart med 3 da dr ockséa 414 delbart med 3 (138 - 3 = 414). Kan du bevisa att
det stdimmer for alla tresiffriga tal?

9. Bevisa att om de tva sista siffrorna i ett tresiffrigt tal skapar ett tal som &r delbart 4 ar
det tresiffriga talet ocksa delbart med 4.

10. For en rekursionsformel géller foljande:
e a = 3

2n+2
Ap - Apsz = 3

Bestdm rekursionsformeln

11. Fibonaccital ér foljande talfoljd: 0,1, 1, 2,3,5,8,13, 21, 34 ... Bestdm en rekursiv
formel for talféljden inkludera ocksé de nddviandiga villkoren for formeln.

12. Joakim vet att talet 21232435982 _ 81 inte #r ett primtal. Han ir ingen aning om vad
talet & men han &r helt séker pa att det inte dr ett primtal. Hur kan han veta det?

Kombinatorik

13. Hur ménga av talen 1, 2, 3 ..., 3300 &r inte delbara med talen 2,3 och 11?

14. Du ér en tjuv och vill bryta dig in 1 ett kassaskap hos en rik VD. Du placerar ett &mne
pa VD:n skrivbord som enbart du kan se med en speciell lampa. Du kommer tillbaka
till kontoret nésta dag och ska observera om VD:n har kladdat av &mnet pé
kassasképet, dd vet du ju vilka siffror han anvéinder for den fyrsiffriga koden. Han kan
anvénda 1, 2, 3 eller 4 olika siffror som kod. Vilken vill du som tjuv minst se att han
anvinder fOr att sa snabbt som mojligt komma in i kassaskdpet? Motivera.

15. a) Hur ménga tresiffriga positiva heltal finns det dar siffran 7 forekommer udda antal
ganger.

¢) Hur ménga fyrsiffriga positiva heltal finns det dér siffran 7 férekommer udda antal
ganger?

16. Hur ménga ord kan man bilda av de bokstdver som bildar ordet Google om man ska
vilja ut 4 bokstidver? (Anta att alla bokstavsfoljder skapar ett ord)
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Differentialekvationer och tillimpningar pa derivata och integraler

Befolkningen i Joakimkoping ér fran borjan 300000 personer. Varje ar bidrar fodelse-
och dddstalen att Joakimskopings befolkning 6kar med 2%. Samtidigt flyttar det in
1000 personer varje ar. Still upp en differenstialekvation med nddvindiga
begynnelsevillkor som beskriver sambandet. Du behover inte 16sa
differentialekvationen.

En behallare innehaller 70 liter rent vatten och 30 liter fairgmedel. Det tillf6rs en
blandning med 80% fargmedel och 20% vatten med en hastighet av 10 liter/minut.
Samtidigt lamnar blandningen i behallaren med hastigheten 12 liter/minut. Stéll upp
en differentialekvation med nodvéndiga villkor dér y(t) definierar mangden férg i
behallaren efter t minuter.

Joakim konstruerar en modell for att beskriva hur en befolkning foréndras fran ar

2023. Han konstruerar f6ljande modell y’' = 0,4y (1 - sozoo)’ y(0) = 25000

Okar eller minskar befolkningen d4 befolkningen ir 30 000 personer

Forklara vad faktorn (1 — soz 00) innebdr for tillvixten nér y blir stort

Bestdm foljande griansvirde lim y(x)
X—>00

Joakim justerar modellen till y' = 0,4y (1 - soz 00) — 100. Vad foridndras praktiskt i

befolkningsforidndringen nér Joakim ldgger till -100 1 modellen och beskriv i ord vad
det innebar.

Vi har en 7 meter hog tank som &r full med vatten, och 6ppnar en kran langst ner. Da
minskar vattendjupet med en hastighet som &r proportionell mot tredje roten ur
vattendjupet. Skriv upp en differentialekvation och ett begynnelsevillkor som
beskriver detta samband.

En virussjukdom sprider sig snabbt i det lilla samhaéllet Joakimk&ping med 10 000
invanare. Smitthastigheten dr proportionell mot produktionen av antalet smittade och
antalet icke-smittade. Du vet att smitthastigheten for smittade dr 50 personer per dag
dé antalet smittade dr 1000 personer. Stéll upp en differentialekvation som beskriver
sambandet med tydliga definitioner.
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22. Glukos forbrukas i kroppen med en hastighet som &r proportionell mot méngden

23.

glukos 1 kroppen. Under en sjukdomsbehandling tillsétter ocksé ldkare f méingd
glukos varje dag for att kunna stabilisera midngden glukos under tid eftersom det krivs
for att Joakim ska bli frisk snabbt. Anta att Joakim har « mangd glukos i kroppen nér
han kommer in till sjukhuset.

a) Stilla upp en differentialekvation som beskriver forandringen av glukos med
nodvéndiga definitioner

b) Skriv ut den generella funktionen som beskriver hur méngden glukos foréndras.

En skalbaggepopulation i ett omrade dkar med en hastighet som &r proportionell mot
antalet skalbaggar med en proportionalitetskonstant som ar 0,36. Samtidigt tillkommer
100 skalbaggar varje vecka och 3% av skalbaggarna dor varje vecka av naturliga
orsaker (hot frén andra arter eller néringsbrist).

a) Stéll upp en differentialekvation som beskriver sambandet.

b) Bestim funktionen som beskriver antalet skalbaggar om du vet att det 2023 finns
5 000 individer 1 populationen.
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En oljeolycka gjorde att olja rann ut i ett vattendrag med forst en hastighet av 100 liter
per timme. Dérefter minskar flodet av olja med 5 liter per timme. Vattendraget har
ocksa ett utflode som alltid &r lika stort det inflode som vattendragen utsétts for. Anta
att oljan dr det enda inflddet i vattendraget. Skriv upp en differentialekvation som
beskriver sambandet de forsta 20 timmarna dér y dr méngden olja och V dr den totala
mingden blandning i vattendraget.

Du tar ut ett paket glass ur din —16° kalla frys klockan 10.00 en sommardag da &r det
20 grader 1 din ldgenhet och temperaturen forvéntas oka varje timme med 1 grad
Celsius. Enligt Newtons virmelag virms glassen upp med en hastighet som &r
proportionell mot temperaturskillnaden mellan glassen och omgivningen.

a) Still upp en differentialekvation som beskriver glassens temperatur, inklusive
begynnelsevillkor.

b) Vad finns det for brister i din modell?

c) Om du vet att proportionalitetskonstanten
ar 0,8 bestdm dé funktionen som beskriver

glassens temperatur.

Information sprids fran mun till mun i en population. Man kan anta att antalet personer
som kénner till informationen 6kar med en takt som &r proportionell mot produkten av
antalet som kéanner till informationen och antalet som inte gor det. Lat y(t) vara
antalet personer som kénner till informationen vid tiden t, och M vara populationens
storlek. Fran borjan vet bara en person informationen som sprids. Skriv upp en
differentialekvation som beskriver situationen med nddvéndiga definitioner.
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27. Joakim forsoker skapa en befolkningsforandringsmodell for staden Joakimkoping. I
Joakimkd&ping bor det 25 000 personer 2023. Joakim observerar att
befolkningsforandringens hastighet dr proportionell mot differensen mellan
fodelseantalet och dodsantalet. Man riaknar med att fodelseantalet dr 5% av
befolkningen och att dodsantalet ar kvadratroten ur fodelseantalet. Still upp en
differentialekvation som beskriver befolkningsforandringen med nddvéndiga villkor
och definitioner

< 8
la /1 %

28. Los differentialekvationen y" 4+ 4y = 0 med randvillkoret y'(0) — y’ G) =0



